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��� ���� �� ��� ����
 ������ ��� ���� ��������
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 ��� ����� ��
��  ������� �!"#$%	"&	'	%$(()

��� ������������ �������
 �� ���� ���� ���� 
��� ������� ��� *������� +������ ����
�����,�

*������� ����������� ��� �
�����
  ������������ -�������������) ��� ������� ��� ������
 ��
����


�� .��� ������
 ��
 ������
 /���� ��� �������� 
���������� �� ��� ���0���)
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�� )����
 ��
�
���* -� ��� ���� 1�2���� ������� �� ��� ������ ������� �����
� �������� ��


���� � ������
 ���
��� ������� ��3� �� ��
 ���
������ ��
�� �� �����2������� �) � ���������

��� ����� �� �������� ��
 ���� 
�4����� �������) -� ���������
 ��������
 ��������� �)�) �������

����	�����
 ����������� �������� ���� � � ( ����� ��� ����
��� ������� 5$$67 ��� ���� �����������

��������� ���� ��
�� �������� ���� �� ������3� ��� 
��������� 8���������9 ����� 5'6) �� ��� ����

����� ����� �������� ��� ��������
 �� ������� ����������� 
������ ������� �� ���� ����
 ��������)

:��
 ��� �� �������� ����� ��� ��������� ����� �������� �� ����� ��
�� ���� ����� �������� �� ����

��
�� �� ��� ���� ����) ��� ���� ���������� �� ���� ����� �������� ����� ���� ����� ��	�
������


�������3������ ����� ��� 
����������� �� ������� ��3� � ��
 ��
�� � �� ������3�
 �� 
������ ���

�������� �������� ������� ��3� 8������ �� �����������������	 8
)�)�)99 ������� � ���������
 �����

��������� ���������) ����� ���� � 
���
� �� ��������� � ����
 ���������� ������� ��
����
���� ��	

�������
 ��� ���� ����������
 5;� &� "6 ���� 
������� � ��<����� �� ��������
 ��=��
 �� ������ ��


�
�����
��� ����������� 	 ��� ����� 
�������� �2����������
 ����� ���� �� ����� �� ������� ��3� ��


������  �> ����)

��� ��������
 ���� �� ��������
 ���� ��������� �� ����� ��������������� ���������� ��������

��������� ����������� ������������� 8
�4������� �� �
��� ��
 ������9 ��
 ���������� ���� �������	

��� ��������� ��� �)�) 5!6) ?��������� �� ��������� ������������� �� $@ ��<����� ���
 ������ �� �	

��=������� 8��� ����� �� ��� �������� �� ������� �������� ��
 �� '%��9) �

��������
� ���������� ��

����
��
 ��
��� 8���� �4���� �� �� ������������9 ��
 �
�� ������������� �� A@ ����� ��� �����������

���� ��=�������)

&�
���
��+����� �� �������
 �
�����* ���������3����� �� �
������ ��
�� �� 
�Æ����) ���� �����	

���������� ��� 
���������
 �����
 �������� ��������� ��� ����
 �� @����� @������������ 8@@9

��������) ��� 
����� �� �������� �� ����������
 ���� ���	
������ ���� ���� �� ��� ���	
������


�������
 �� � ������ ���������) �� �������� ����������
� ���
 ����� ����������� ����� ��� ����

��
 �� �����
 �� ���� ���������,� �����
) ��� ��������� �� 
�4����� ��� B���
��
 ������� 8B�9

������������ ����� ���� ��
�� 
�������3������ ������ �� � C�����D ��� 
���� ���4���� �����2� ��
 �

���
 �� � ���� ���������� 
��� ��������� ��� �� �����
 �� ���� ���������7 ��� ���� �4��� ���� ��


������
 �� ���������3��� ��� ����������� �� ������� �������� ��
 � ������ ������ 5$(6)

����� ��0�� ��
��������� �� 
������ � ������� �������������� �� ������� @@ ����
 ���������3�	

���� �� �@� �������� ��� ��� �� ���� =��� �� ��� ��� +����� ����������� 5$A� '%� ''� '$6 
�������
 �


+��
�� *������� E���) @������
 �� ������� �	�
�������
� ��� +����� ��������� ��� ���� ���
 ��

���������3� ������� �� ��
�� 
�������
 �� +��
�� 5'$6) ��� +����� ����������� ������ ��� �� ����	

����
 
����� ������������ �� � ������� ���� ��� �� 
��� ��� ������� ����������� ���� ��=�������)

F������ ������������ �� ������� ����� ���� ��=������� ���� ���� 
�������
 �� ��� ������ ��

G�� +���3� ��� �)�) 5'(6� +���� B�
��� ��� �)�) 5';6 ��
� ���� �������
� .���
 H����� 5$;� $%6) *���

$



�� ����� ������������
� �����
 ��� �� �� ���������� 
������
 �� ��� �� ��
��)

��� ���
 �������� �� ��
�� ���� �� ��� ����� ��� ���� ���� 
�������
 �
 G�� �������
 �� ?�-

5$'6 �� ��� �����2� �� @������������ F������� 8@F9 �����
�� ��
 ����� ����� �� >*H �� B�4���

5'#� A6)

-� ��� =��� ������� �� 
������ � �������� �� ��
�� �� ������
 �� 
������ ���
 � �������� ���	���


������ ��� �� ������ ��
 $@ ��2���� �<������� 5$6� ��� �� �����
 ��������
 ���� ��� ���������3�����

�� ��� ������ ��
�) ���� ������� ��������
 �� �� 
������ ��� 
��� ���������� ������ �����
 ���

���������3����� 5(� #6)

��� ��������
 ������� �� ���������3����� �� ����
 �� ��� ���������� ���� �� ��� @@ ����


�������� ��
�� ���� �� ��� ���������� �� �2������� ��� ��<������� ��
� ���� ���
 ������� �����
��

�

�
 8�� ������� ������������� ������� ���	
������9) -� ��
�� �� �������� ��� ���
 �������


����� ��=�������� ��� ���� ��� �� �� ���<�����
 ������������
� ��
 ��� 
��� ��������� ����
�

���������� ��� ��� ���	
������� ���� �� ��������
) -� ������ ����� 	 �������� ��
 ��
�� ���

�������
 ��� �������) ���� ��<����� �����
����� ����3����� ������������ ���� �������	��	��
��

�������������� ���� ��� �������� � ��������� ��� �
����
 ������ ���� ������� ��
��) �� ����


��� �������� ��� ��� �� 
��� ���������� �����
� ��� ����3����� ����������� ���� ��� ��� ������� ����

�������� ��
 ��
��) ��� ����� ����������� �� �������� ��
 ��
�� ��������� ���� � �� �	��=�������

�� �����
���
 ���� ����� 
���� �������� ������ ��
 ����
��� ��
�� ���
 ���
������)  ������
 �� ���

����3����� ������������ ��� ����� ��� ���� ������ �� ����������)

��� ��� �� ����� ��� �����
 �� �� ��������� ��� 
����� ����� ��� ������� ���� �������� ���
) -�

���� �����2�� ��� ������2��
 �� ��� @@ ���� ��
 
��� ������������ �� ���
 �������
 ������ ���� ���

������ �� ������ ���� ��������� 
��� ����������)

,��
 �
��������� �
�-�
��* ��� ���� ���������� ��� 
��������� � �������� ������� �� ��� ��

�����
����
 �� ��� �������� �� ����� ���� ����������� ��������) ��� ���
 =��� ����� �� �

�������

���� ����� �� �������� �� ��� ���������� �� ��� ���� ���� �� ��� ��������) ���� ��
�� �����
� �����


��� �� �� ��� ���� �������� ���� �� ������3��� ��� ���������� ������ ��
 ����� �����
�������

����������� ����� ��������� ������=�
 �� ��� �� ��������
 ��
�� ��� ������ ���� �����
���

�����) �� ��������
 �� ��� ���������� ���������� �� ������2 ���������� ��<����� ��� ��� �� ���


���������� ������) �����
��� ��� ����� ���� ��
�� �� �����2������� ��� ���� ����� ��
 �����

�������� �� ���
 ���Æ����� ��
 ����������
) :��
 ��� �� �������� ����� ��� �
0������ ��� �������

��
�� �� ��� ��3�� ��
 ������������ �� 
��������� ����� �������� �� �� �Æ����� ��
 5'6)

������� ����� �� �����
 �� ��� F������� �����
 ������ ������ ��� ����	�������� ���� �����������

��������� ������� ������ ���
 ��
����������
) ��� ������ �����
�	�
��� ����� ������� �<��� �� ���

���
 �����
�	�
��� ����� ����������3��� �����2������� ���������� �� � ����� ���
 ��� ��Æ������


=�� ������) �������� ��� ��
������� ������ �� ����������� 
����
� ���� ���� ������ �� ��


������ ����� ���� ������ �� �)�) ��� C������� �����D �� ��� �����2������� ��
 ���� �����2�������

����� ������ �� � ������� ����� �� ��� ���� �����2������� ����� ���� ������� ���� ������ �) :���

A



�� ��� ��
������� ����������� ������� ��� F������� �����
 ������� ������� ��
 ������� ����

������3����� ��� ���� �� ���
 �� ������� ��������� ������������� �� ���� ��������� ��������) ���

�� �������
 
�������
 �� ���� ����� �� ����
 �� �� ����������� ������� � ������ ��
 =�� ����) ���

=�� ���� �� �������
 ���� ��� ������ ���� ������� � ������ ��	��=������ ��
� �� A@� ������� ��

A% �� !% ����� ������ ������ �� 
)�)�) :�� �� ��� ���� ������ ����� ��� �������
 �� ���� ���� 
��

��� 	��� 	��
 �� �� 
�� ���	�
�
�� ����������� ������7 ��� �������� �� ��� ������ ���� ��
 ��

���������
 ����������� 8���
��
� �� ������� �� �����9 ���� ��� ���� ������3����� ������� �������

������� 5&� "6) ��� ����� $$ ������ �� ���� �� ���� ���������� ��� ���� ������ �� ������ ���

�������
 �������� 	 ��� ���	���
 ������ ���
 �� ����� ��� =�� ���
 ������� 5'&6� ����� �� ��������) -�

�� ���
 ����� ��� ������ ���
 ������ ��� ��
������� ����������� ������ ���� ��� ���	���
 ����������

������ �4������) :� ��� ��������� ��
�� ���� ������� ���� �� ��� ��������� �� ��� ���� ������3�����

������� �� ��� �����
 �� ��� ��� 
����� ������ ��� ���� ��� ������ ��
 =�� ���� ������� ��
 ���


����� �� ��� ������ �� ��� ��
��� �� �������
� ���� �Æ����� ���	���
 ����������) ���� ���������

��� 
���������� �� ��� �������� ������� �� ��� ���������� ����
 �� � 
����� ����� ��� ���� ������

��
 =�� ���
�� ��������
 �� ���� ������������)

�����
��
�* B���
�� ��� @@ ��
 
��� ��������� ������������ ������� ��� ���������3����� �� ��� ��

��
�� �������
 ��� ���� ���� ���������� 	 ���������3����� �� ��� ������ �������� ��
 ���� �����	

���������) ���� �� ��� 
������� �� ������� ��	��=������� �� ��
� ����
 �� �������� 8����� ��
 ��

����������� �� �� ���� 
������ �����9� ��� �2������� �� ������� ��	��=������� �� ��� ���	
������

������� �� ������ ���� ��� �������
 �������) ��� �� ������ ��������
 �
 ��� ��
�� ������
 ���

���� ���������
 ����������� 	 ���
 ���� �� ����������� 8�� �������
 ����������
 ��
�� ��� ������
9

��
 ���
 ���� ������
 ��� 	���	�	 ���� 8��
�� ��� �
��� �� ��� �� ��� ������� �� ��
��� ��� ���

����������� ��������9) ��������� ���� ���������
 ����������� �����
������� �� �������
 �����
 ���

	��� ����������
���� ��
 �������� ��� �� ��0�� ���������� ��� ��� �������� �������������� �� ��� ��

�����
� 
�������
 �� ���� �����)

� ��	����
� �	
 ��� ��
����� �� ���	
����

��� ����� 
��� ��� ��� �������� ������� �� ��� �� ��
� �����
�� ��� ��������� �����)

� ���	�
�� �� ��� 
����� �� ���������
 ������ ��� ���	�
�� �������� ������� 5$#6) � $@


����� �� 
�������
 �� � ����� �� ����������� F�� C����������D ������� � ��	���� ����) ����

�� ��� ���������� �� �
����=�
 ���� ��� ����� �� ��������� �<���� 8%� '9� ������� �� �2������

�� �������� ���������3����� ��������
 �
 F��) ��� �
0����� ����������� ��� ���������
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(difference between coarse and fine grid solutions)
Calculating relative error

using parallel frontal solver
Solving fine grid problem

Performing global hp−refinements

using parallel frontal solver
Solving coarse grid problem 

Generating initial mesh

subdivided over processors

Load balancing using ZOLTAN library

Performing optimal mesh refinements in parallel

Performing global mesh reconciliation
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